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第十节第十节第十节第十节    闭区间上连续函数的性质闭区间上连续函数的性质闭区间上连续函数的性质闭区间上连续函数的性质 

一一一一、、、、    有界性与最大值最小值的定理有界性与最大值最小值的定理有界性与最大值最小值的定理有界性与最大值最小值的定理    

定 义定 义定 义定 义 ：：：： 设 )(xf 在 区 间 I 上 有 定 义 , 若 Ix ∈∃ 0 ， 使 得 对 Ix ∈∀ ， 有

))()(()()( 00 xfxfxfxf ≥≤ ，就称 )( 0xf 为 )(xf 在 I 上的最大值（最小值），称 0x

为最大值点（最小值点）。 

注注注注：：：：(1) 显然，最值是唯一的，而最值点不一定唯一，如： xy sin= ； 

(2) 最值点必在 I 内； 

(3) 若在 I 上，最大值与最小值相等，那么，在 I 上， )(xf 为常数； 

(4) 一般而言，最值未必存在，如： xxf =)(  在 )1,1( − 上既无最大值，也

无最小值； 2
)( xxg =  在 )1,1( − 上有最小值，但无最大值；那么，究竟何时同时有

最大值与最小值呢？ 

定理定理定理定理 1111（（（（最大值与最小值定理最大值与最小值定理最大值与最小值定理最大值与最小值定理）：）：）：）：闭区间上的连续函数一定有最大值和最小值。 

注注注注：：：：(1) “闭区间”与“连续”二条件缺一不可； 

(2) )(xf 若在 I 上取得最大、最小值， )(xf 未必连续，I 也未必为闭区间。 

反例反例反例反例 1111：：：： )1,1( −∈= xxy  

反例反例反例反例 2222：：：：








<−−

=

>−

=

01

00

01

xx

x

xx

y      ]1,1[ −∈x  

定理定理定理定理 2222（（（（有界性定理有界性定理有界性定理有界性定理）：）：）：）：闭区间上的连续函数在该区间一定有界。 

二二二二、、、、    介值定理介值定理介值定理介值定理    

定义定义定义定义：：：：若 0)( 0 =xf ，就称 0x 为 )(xf 的零点（或 0)( =xf 的根）。 
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定理定理定理定理 3333（（（（零点定理零点定理零点定理零点定理））））：设 )(xf 在 ],[ ba 上连续，且 0)()( <⋅ bfaf ，那么，在开区

间 ),( ba 上， 至少存在一点ξ ，使得 0)( =ξf ，即 )(xf 在 ),( ba 内至少有一个零点。 

注注注注：：：：(1) 本定理对判断零点的位置很有用处，但不能求出零点； 

(2) 从几何上看 ))(,( afa 与 ))(,( bfb 在 x轴的上下两侧，由于 )(xf 连续，显

然，在 ),( ba 上， )(xf 的图象与 x轴至少相交一次； 

(3) 若 0)()( >⋅ bfaf ，则不能判定没有零点，须进一步考查。 

定理定理定理定理 4444（（（（介值定理介值定理介值定理介值定理）：）：）：）：设 )(xf 在 ],[ ba 上连续，且 )()( bfaf ≠ ，那么，对于 )(af 与

)(bf 之间的任意常数C ，在 ),( ba 内至少存在一点ξ ，使得 )(,)( baCf <<= ξξ 。 

注注注注：：：：(1) 若 ],[)( baCxf ∈ ，且 )()( bfaf < ，则： ],[)](),([ Mmbfaf ⊂ ； 

(2) 由 Cf =)(ξ 说明ξ 是 Cxf −)( 的零点； 

(3) 几何图象上看，曲线 )(xfy = 与 Cy = 在 ),( ba 上至少有一个交点。 

推论推论推论推论：：：：设在闭区间 ],[ ba 上的连续函数 )(xf 有最大值 M 和最小值m ，那么，对

于 ),( MmC ∈∀ ，必 ),( ba∈∃ξ ，使得 Cf =)(ξ 。 

例例例例 1111  验证方程 x
x 24 = 有一根在0 与

2

1
之间。 

解解解解  令 01)0(24)( <−=⇒−= fxxf x
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又 )(xf 在 ]
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,0[ 上是连续的，故由零点定理，知： 

)
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1
,0(∈∃ξ ，使得 0)( =ξf ，即 ξξ 24 = ， 

所以，方程 x
x 24 = 有一根在0 与

2

1
之间。 
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例例例例 2222  证明方程 bxax += sin ，其中 0,0 >> ba ，至少存在一个正根，并且它

不超过 ba + 。 

证证证证  令 bxaxxf −−= sin)( ，显然， 0)0( <−= bf ， 

又 0)]sin(1[)sin()( ≥+−=−+−+=+ baabbaababaf  

（i）若 0)( =+ baf ，即 ba + 是 )(xf 的零点，亦即方程 bxax += sin 的根，

此时得证； 

（ii）若 0)( ≠+ baf ，必有 0)( >+ baf ，因为 )(xf 在 ],0[ ba + 上是连续的，所

以由零点定理，至少 ),0( ba +∈∃ξ ，使得 0)( =ξf ，即 ξ  为 bxax += sin  的根，

所以此时也得证。 

 

 

 

    作业：  P73  1、5 


